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Теоретические и экспериментальные аспекты выращивания кристаллов 
щелочных и щелочноземельных сульфатов 

В работе показано, что несмотря на различные модификации и уточнения классической теории заро-
ждения центров кристаллизации, она далека от соответствия экспериментальных и теоретических 
данных. Отмечено, что основная причина этого связана с неучетом размерной зависимости поверхно-
стного натяжения зарождающихся центров кристаллизации. Для многих металлов вычислен критиче-
ский радиус гомогенного образования кристаллов. Определено поверхностное натяжение сульфатов 
щелочных и щелочноземельных металлов. Решена задача о выращивании кристаллов методом рецир-
куляции раствора. Теоретические аспекты продемонстрированы на экспериментальном росте кри-
сталлов сульфатов щелочных металлов. 
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Введение 

Изучение кинетики кристаллизации имеет более чем двухсотлетнюю давность, и за это время 
накоплен огромный количественный материал, позволивший установить ряд важных закономерно-
стей в зарождении центров кристаллизации. Однако, несмотря на достигнутые успехи, до сих пор нет 
общей теории зарождения центров кристаллизации, которая могла бы удовлетворительно объяснить 
большое разнообразие явлений зарождения. 

Процесс роста кристаллов описывается уравнением теплопроводности в области с подвижной 
границей раздела фаз [1–3]. 

С математической точки зрения краевые задачи такого типа принципиально отличны от класси-
ческих задач теплопроводности. Вследствие зависимости размера области переноса потока от време-
ни к этому типу задач неприменимы классические методы разделения переменных и интегральных 
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преобразований Фурье, так как, оставаясь в рамках классических методов математической физики, не 
удаётся согласовать решение уравнения теплопроводности с движением границы раздела фаз. 

Всякие попытки получить аналитическим путём точное решение краевой задачи обобщённого 
типа в области с границей, движущейся по произвольному закону, приводили к системе интеграль-
ных уравнений Вольтера II рода, разрешить которую не удавалось вследствие сложности ядер урав-
нения системы [4]. 

Для бесконечной и полубесконечной области с границей, движущейся по произвольному закону, 
решение проблемы значительно продвинулось вперёд в 70–х годах прошлого века, после выхода 
в свет серии работ Г.А.Гринберга с сотрудниками [5–7]. 

В дальнейшем в [8] было получено точное решение первой обобщённой краевой задачи в конеч-
ной области с границей, движущейся по произвольному закону в декартовой, цилиндрической и сфе-
рической системах координат. Решение второй и третьей краевых задач в конечной области наталки-
вается на значительные трудности. Исследования в этой области продолжаются и в настоящее время 
[9–12]. 

Гомогенное зарождение кристаллов 

Основные положения теории гомогенного образования зародышей новой фазы были выдвинуты 
еще Гиббсом и затем развиты Фольмером, Беккером и Дёрингом, Странским и Каишевым, Френке-
лем, Зельдовичем [13]. Согласно этой теории образование зародышей новой фазы в старой метаста-
бильной фазе рассматривается как флуктуационный процесс. 

В случае кристаллизации переохлажденного расплава критический радиус зародыша кr  можно 
выразить через переохлаждение ΔТ: 

02 ,кr M T q T    (1)

где M  — молекулярный вес;   — плотность зародыша; q  — теплота плавления; 0T  — равновесная 
температура двух фаз бесконечно большого радиуса, σ — межфазное поверхностное натяжение кри-
сталла-зародыша. 

В большинстве работ считается, что гомогенное зарождение металлических кристаллов начина-
ется при переохлаждении ΔТ = 0,2 Тпл от температуры плавления. Полагая Т0 = Тпл, получим: 

10 .кr M q   (2)
Все величины, входящие в выражение (2) (кроме σ), экспериментально определяются с большой 

точностью и приведены в справочниках. Для чистых металлов величина поверхностного натяжения 
σ0 определена в работе [14]. Межфазное поверхностное натяжение на границе кристалл — расплав σ 
≈ 1/3 σ0 [15]. Тогда расчет по классической формуле (2) дает значение для критического радиуса по-
рядка микрона или его долей, что на три порядка больше экспериментально наблюдаемых величин. 

Несмотря на различные модификации и уточнения классической теории зародышеобразования и 
ее вполне правильное качественное описание процесса зарождения центров кристаллизации, она, как 
мы видим, все-таки далека от соответствия экспериментальных и теоретических данных. Это вызвано 
следующими обстоятельствами: 

 теория построена на грубом допущении, что микроскопические скопления атомов обладают 
макроскопическими характеристиками (в частности σ) и в целом равновесными термодинами-
ческими параметрами; 

 практически во всех работах, посвященных начальной стадии зарождения новой фазы (вклю-
чая и работы последних лет), образование метастабильной фазы считается мгновенным; 

 теория (и ее модификации) содержит ряд параметров, не имеющих строго количественного 
решения. 

Размерная зависимость поверхностного натяжения малых частиц 

В связи со стремительным развитием нанотехнологий и нанонауки в целом размерные эффекты 
в нанокристаллических материалах стали объектом интенсивных исследований и теоретиков, и экс-
периментаторов [16]. 

Принято различать два типа размерных эффектов: собственный, или внутренний, и внешний 
[17]. Внутренний связан со специфическими изменениями в объемных и поверхностных свойствах 
как индивидуальных частиц, так и получаемых в результате самоорганизации их ансамблей. Внеш-
ний эффект связан с размерно зависимым откликом частицы или ансамбля на внешнее поле или дей-
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ствие сил, независимых от внутреннего эффекта. Например, магнитная восприимчивость ферромаг-
нетика при наложении внешнего магнитного поля зависит от его размера и нелинейно убывает 
с уменьшением радиуса частицы [18]. 

Однако критический радиус d для внешнего размерного эффекта значительно больше, чем для 
внутреннего. Это означает, что внешние эффекты могут наблюдаться и для компактного твердого 
вещества [19]. 

Основы термодинамики криволинейных границ раздела были заложены еще Дж. Гиббсом [20]. 
Затем Р.Толмен и его последователи свели эту проблему к учету размерной зависимости поверхност-
ного натяжения. В 1949 г. Р.Толмен вывел свое известное уравнение для поверхностного натяжения σ 
[21]: 
 1/ (1 2 / ) .sR 

      (3) 
Здесь σ∞ — поверхностное натяжение для плоской поверхности; Rs — радиус поверхности натяже-
ния; δ > 0 — расстояние между эквимолекулярной разделяющей поверхностью и поверхностью на-
тяжения для плоской границы. 

Порядок величины параметра δ, называемого толменовской длиной, или постоянной Толмена, 
должен быть сравним с эффективным молекулярным диаметром а. Считается, что экспериментально 
определить постоянную Толмена не представляется возможным. 

При R >> δ формула Толмена может быть переписана в виде 
 / 1 2 / .R       (4) 

Таким образом, подход Толмена сводится к учету поправки на кривизну поверхности к макро-
скопическому значению поверхностного натяжения σ∞. Случай, когда R и δ имеют один порядок, 
Толменом не рассматривался, он рассмотрен в работе [22]. 

Для малых R А.И.Русанов [23] получил асимптотическую линейную зависимость 
 .KR    (5) 
Здесь К — коэффициент пропорциональности. Формула (5) получена на основе термодинамического 
рассмотрения и должна быть применима к малым объектам различной природы. Однако границы 
применимости формулы (5) и значения параметра К остаются до сих пор практически не исследован-
ными. 

В работе [24] был применен метод термодинамической теории возмущений к исследованию раз-
мерной зависимости удельной свободной энергии малых кристаллов, включая нанокристаллы. 
При расчетах избыточной свободной энергии ψ для инертных газов использовался потенциал Лен-
нарда–Джонса, в то время как при исследовании избыточной свободной энергии нанокристаллов 
алюминия использовался осциллирующий потенциал Шиффа Фs. В случае галогенидов щелочных 
металлов в парный потенциал взаимодействия наряду с кулоновским потенциалом входила поправка, 
описывающая отталкивание при перекрывании электронных оболочек, различных по знаку ионов. 
Сравнение с экспериментом показало значительное расхождение, так что в теоретическом плане еще 
предстоит работа. 

В работе [25] для поверхностного натяжения нанокристалла получено следующее выражение: 

 ( ) 1 ,
d

r
r

     
 

  (6) 

где d — критический радиус, характеризующий размерные эффекты. 
Полученная формула (6) по форме совпадает с формулой Гиббса — Толмена — Кенига — Баффа: 

 
2

( ) 1 ,r
r

     
 

  (7) 

где d = 2δ. 

Критический радиус гомогенного образования чистых кристаллов 

Из приведенных выше рассуждений следует, что в классических теориях не учитывалась раз-
мерная зависимость поверхностного натяжения, температуры плавления и других физических пара-
метров малых частиц. Поэтому расхождение теории с экспериментом оказывается столь внушитель-
ным, несмотря на то, что сам подход на основе теории флуктуаций не вызывает возражений. 

Из формулы (6) вытекает условие гомогенного образования зародыша кристалла: 
 /3.кr r d   (8) 
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Здесь, как и выше, множитель 1/3 возникает при учете поверхностного натяжения кристалл — рас-
плав. Для 55 чистых металлов значения d определены в работе [25]. В таблице 1 приведены значения 
rк для этих металлов. 

Из таблицы 1 видно, что значения критического радиуса гомогенного зарождения чистых метал-
лов формируются в области 1 и 2 нм. Электронное строение атомов металлов в этом случае не играет 
существенной роли. Какой-либо корреляции с каким-либо атомным параметром не наблюдается. 

Экспериментальному определению критического радиуса гомогенного зарождения чистых ме-
таллов посвящено незначительное число работ в связи с трудностью их осуществления. 

Т а б л и ц а  1  

Критический радиус гомогенного образования чистых металлов [25] 

М rк, нм М rк, нм М rк, нм М rк, нм М rк, нм М rк, нм М rк, 
нм 

Li 0,5 Sr 2,8 Sn 0,7 Cd 0,6 Fe 1,0 Gd 2,5 Ac 2,3 
Na 0,7 Ba 2,9 Pb 0,8 Hg 0,3 Co 0,9 Tb 2,4 Th 3,2 
K 1,2 Al 0,7 Se 0,6 Cr 1,3 Ni 0,9 Dy 2,5 U 1,4 
Rb 1,4 Ga 0,3 Te 1,2 Mo 2,2 Ce 1,8 Ho 2,5 Np 0,9 
Cs 1,7 In 0,5 Cu 0,8 W 2,8 Pr 2,0 Er 2,5 Pu 0,9 
Be 0,6 Tl 0,8 Ag 1,0 Mn 0,9 Nd 2,1 Tm 2,4 Am 2,1 
Mg 1,0 Si 1,6 Au 1,1 Tc 1,7 Sm 2,1 Yb 2,2 Bk 1,7 
Ca 2,3 Ge 1,3 Zn 0,5 Re 2,7 Eu 2,7 Lu 2,7 - - 

 
Наблюдение кристаллизации малых капелек чистых металлов в островковых пленках осуществ-

лялось электронографически или электронно-микроскопически [26]. Характерные частоты зароды-
шеобразования, отвечающие условиям кристаллизации, для таких малых размеров капелек составля-
ют 1016 — 1020 с-1 см-3, а соответствующие им переохлаждения ΔТ = 180 ÷ 190 К. 

Однако при отсутствии независимых надежных данных о поверхностном натяжении на границе 
кристалл–расплав отнесение экспериментальных данных к режиму гомогенной нуклеации возможно 
лишь по косвенным признакам. 

В таблице 2 приведены значения критического радиуса гомогенного зарождения некоторых чис-
тых металлов, полученные в работе [26]. 

Т а б л и ц а  2  

Критический радиус гомогенного образования некоторых металлов [26] 

М rк, нм М rк, нм М rк, нм М rк, нм 
Ga 0,9 Ge 0,9 Cu 1,1 Pb 1,1 
Sn 1,2 Ag 1,2 Bi 0,8 Hg 0,8 
 
Сравнение значений rк из таблиц 1 и 2 показывает их хорошее соответствие, что говорит в поль-

зу развитого подхода. 
Таким образом, оценку критического радиуса гомогенного зарождения чистых металлов можно 

проводить по параметру d, который определяется из размерной зависимости некоторого физического 
свойства A (r) металла (магнитного, электрического и т.д.) по формуле 

 0( ) 1 ,
d

A r A
r

   
 

 (9) 

где А0 — физическое свойство массивного образца. 
Как отмечалось выше, формула (9) справедлива как для внутренних, так и для внешних размер-

ных эффектов. Поэтому развитый выше подход справедлив не только при кристаллизации чистых 
металлов, но и для любых веществ. В этом случае параметр d можно определять по одному из пред-
ложенных методов [27] и по формуле (8) делать оценку rк. 

В настоящей работе мы не затронули вопроса об анизотропии поверхностного натяжения, кото-
рый особенно актуален для низкоразмерных систем и, в частности, для пленок нанометрового разме-
ра [28]. 
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Методы выращивания кристаллов сульфатов щелочных и щелочноземельных металлов 

Учитывая сказанное выше, мы определили поверхностное натяжение использованных нами 
сульфатов по методике [27] и критический радиус гомогенного зарождения по формуле 8. Соответст-
вующие данные представлены в таблице 3. 

Т а б л и ц а  3  

Поверхностное натяжение и критический радиус сульфатов щелочных и щелочноземельных металлов 

Химическая формула Поверхностное натяжение σ, Дж/м2 Критический радиус
rk, нм 

Li2SO4 0,141 1,862 
Na2SO4 0,124 1,753 
K2SO4 0,117 2,044 
Rb2SO4 0,112 2,209 
Cs2SO4 0,110 2,504 
BeSO4 0,240 2,690 
MgSO4 0,166 2,003 
CaSO4 0,189 2,958 
SrSO4 0,180 2,226 
BaSO4 0,175 2,421 

 
Сравнение таблиц 1 и 2 показывает, что критический радиус гомогенного зарождения сульфатов 

щелочных и щелочноземельных металлов на 1–2 порядка выше, чем у соответствующих металлов. 
Это означает, что более совершенные по чистоте кристаллы сульфатов можно получить из водных 
растворов, а не из расплава или паровой фазы. Поэтому мы использовали массовую кристаллизацию 
в цилиндрической колбе при рекульциляции водного раствора (вращении колбы) в термостате при 
температуре 40 oС. 

Чтобы определить оптимальные размеры сосуда и скорость его вращения, была решена задача 
о кристаллизации цилиндра конечных размеров, в отличие от бесконечных задач [1–7]. 

Мы рассмотрели задачу о кристаллизации цилиндра конечных размеров из раствора с подвиж-
ной границей раздела фаз. Нестационарное уравнение диффузии описывает процесс роста из раство-
ра в подвижной цилиндрической системе координат, движущейся по закону 

 ( ) 0,t t     (10) 

 
2

2

1
,

U U U
Д r

t z r r r

             
 (11) 

где Д — коэффициент диффузии. 
Начальное и граничные условия выберем в общем виде: 

    0, , | , ,tU r z t r z   (12) 

    , , | , ,r RU r z t z t    (13) 

    0 1, , | , ,zU r z t r t    (14) 

      2, , | , .z tU r z t r t    (15) 

Функции          1 2, , , , , , ,t r z z t r t и r t      будем считать непрерывными. Нам удалось по-

добрать интегральное преобразование 

      0 0, , , ,k k
k o

U r z t U z t I r




   (16) 

где ok  — корни уравнения 

  0 0okI R   (17) 

и  0 okI R  — функция Бесселя нулевого порядка, удовлетворяющая уравнению 

 
   0

0 0

1
0,k

k

dI rd
r I r

r dr dr

  
   

 
 (18) 
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      0 0

0

, , , .
R

k kU z t U r z t I r rdr   (19) 

Решение задачи довольно громоздко, поэтому приведем его в окончательном виде: 

 

   
 

     
 

2

2

4
0

0 0

41
0

0 0 0

1
, ,

2

( , )
( , )

2

zt
Дt Дt

ок
к

zt
Д tok Дt

ok

U r z t J r e e dt
Д

RI R
r I r rdr d d e e d

Д t












  



     
         

   

 

  
 

 

 
 

     
 

 
   

22

4 4
1 23 2 3 2

0 0

1 1
.

4 4

zzt t
Д t Д tzz

e K d e K d
Д t Д t

    
 
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   (20) 

Ограничиваясь первым членом в сумме (20), для стационарной концентрации имеем следующее 
выражение: 

   0
0

2
( , ) , .

С R r
U r z С r z I

Rz

      
 (21) 

При получении (21) мы учли, что из уравнения  0 0окI r   следует 0 2r R   и  1 2 1.I   

Радиальная и осевая составляющие градиента концентрации будут равны: 

 0
1

2 2
,

СС r
I

r z R

       
 (22) 

 0
02

2
.

RСС r
I

z Rz

       
 (23) 

Полученные частные решения с точностью до постоянного множителя совпадают с решениями, 
приведенными в работе [7]. Это подтверждает правильность общего аналитического решения рас-
смотренной нами задачи. 

Из развитой нами теории кристаллизации методом рециркуляции раствора вытекают следующие 
принципы конструкции кристаллизатора: 

 объем кристаллизатора должен быть по возможности как можно большим; 
 необходимо, чтобы радиус основания кристаллизатора был равен его высоте; 
 на стенках кристаллизатора необходимо поддерживать изотермические условия или линейное 
распределение температур, хотя первое экспериментально легче осуществимо в термостате, 
что и было сделано нами; 

 для устранения вредного влияния радиального градиента концентрации необходимо dC/dr = 0, 
что достигается при вращении сосуда при 2 оборотах в минуту. 

Полученные кристаллики отбирались по различной огранке и затем использовались для получе-
ния образцов керамик. Для кристаллов К2SO4, при спокойном росте из водных растворов, когда кри-
сталлы остаются в растворе почти до полного испарения растворителя, характерными формами яв-
ляются 010;110;011;001;100;130;111; 112 и 021, причем последняя преобладает. 
Облик кристаллов, полученных из чистых растворов К2SO4, с формой 021 приведен на рисунке 1. 

 

Рисунок 1. Облик кристалла K2SO4 с формой 021, полученного из чистого раствора 
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Подобным же образом выращ
лическую структуру. Некоторые п
 

1 — K2SO4+0,3 % TlC
4 — K2SO4+0.3 % FeSO4; 5 — K2

Рисунок 2. Крис

Ана

В качестве методов исследо
ский, ИК-спектроскопии и термол
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сируется рекомбинационная люм
кривую ТСЛ, связанную с рекомб
явлению новых полос ТСЛ. Не вы
о чистоте кристалла. 

Отличием метода ТСЛ являе
ческих методов, ЭПР и других. 
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Академик А.В.Шубников ещ
наука, а искусство…» [29]. Тем с
зависимость от условий теплообм
Тем не менее развитие теории рос
тигнуть прогресса в этой области.
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О.С.Халенов, М.В.Коровкин, В.М.Юров 

Сілтілі жəне сілтіліжер сульфаттары кристалдарын өсірудің  
теориялық жəне эксперименталдық қырлары 

Мақалада кристаллизация орталықтарының пайда болуының классикалық теориясын 
модификациялау мен нақтылауларға қарамастан, ол эксперименталдық жəне теориялық нəтижелерге 
сəйкес келмейді. Бұл сəйкессіздік пайда болған кристаллизация орталықтарының беткі керілуінің 
өлшемдік тəуелділігін есепке алмаумен байланысты. Көптеген металдар үшін кристалдардың 
гомогендік құрылуының сындық радиусы есептелді. Сілтілі жəне сілтіліжер металдары 
сульфаттарының беттік керілуі анықталды. Кристалдарды ерітіндіні рециркуляциялау əдісімен 
өсірудің мəселелері шешілді. Сілтілі металдар сульфаттарының кристалдарын эксперименталдық 
өсіру арқылы теориялық қырлары көрсетілді. 

 

O.S.Khalenov, M.V.Korovkin, V.M.Yurov 

Theoretical and experimental aspects of crystal growth alkali  
and alkaline earth sulfates 

It is shown that, despite various modifications and clarifications classical theory of nucleation, it is far from 
matching the experimental and theoretical data. The main reason for this is due to not taking into account the 
size dependence of the surface tension of the emerging centers of crystallization. For many metals calculated 
critical radius homogeneous formation of crystals. Defined by the surface tension and sulfates of alkali 
metals, alkaline earth. The problem of growing crystals by recycling solution. Theoretical aspects of the pilot 
demonstrated the growth of crystals of alkali metal sulfates. 
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